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GUL, Hiiseyin. Banach Uzayinda Genislemeyen Déniisiimler icin Yeni Iterasyon

Semasinin Yakinsama Teoremleri, Yiiksek Lisans Tezi, Nevsehir, 2025

Bu tezde, diizgiin konveks Banach uzayindaki genislemeyen doniisiimler i¢in yeni
bir iterasyon metodu sunuldu ve bazi varsayimlar altinda zayif ve kuvvetli yakinsama
teoremleri calisildi. Ayrica Onerilen iterasyonun mevcut olan diger iterasyonlarla hizlar
karsilastirildi. Elde edilen sonuglari desteklemek igin sayisal 6rnekleri ele aldik ve sabit

noktay1 Matlab R2016a kullanarak bilgisayarla sayisal olarak yaklastik.

Anahtar Kelimeler: Genislemeyen Doniisiim, Sabit Nokta, Yinelemeli Siireg,

Y akinsama Hizi



Vi

ABSTRACT

GUL, Hiiseyin. Convergence Theorems of The New Iteration Scheme for Nonexpansive
Mappings in Banach Space, Master's Thesis, Nevsehir, 2025

In this thesis, a new iterative method for nonexpansive mappings in uniform
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1. GIRiS

Sabit nokta teorisi, 6nemli uygulamalara sahip olan matematikte temel bir
kavramdir. Uygun bir Y fonksiyonu i¢in Yx = x seklinde yazilabilen bir denklemin
¢oztimiinii bir fonksiyonun sabit noktasi bulma islemidir. Sabit noktalar1 belirleyerek,
ornegin, makine Ogreniminde ve diger yapay zeka uygulamalarinda yaygin olarak
kullanilan yinelemeli algoritmalarin davranisina iliskin i¢goriiler elde edilebilir. Bu,
algoritmalarin yakinsamasini anlamak ve performanslar1 hakkinda tahminlerde bulunmak
icin bir cer¢eve saglar. Dahasi, Sabit nokta sonuglarinin uygulanmasi yalnizca
matematikle sinirli degildir, ayn1 zamanda istatistik, bilgisayar bilimleri, goriintii
olusturma, sinyal isleme, kimya bilimleri, fizik bilimleri, ekonomi, biyolojik bilimler, tip

bilimleri, miithendislik, oyun teorisi vb. gibi diger alanlarda da gegerlidir.

Tam metrik uzaylarda, sabit nokta teorisinin temel sonucu literatiirde ilk kez 1922
yilinda tanitilan Banach biiziilme (daralma) ilkesidir. Bu ilke sadece bir sabit noktanin
varligmi ve benzersizligini gostermekle kalmaz, ayn1 zamanda Picard yinelemeli
algoritmasinin o sabit noktaya yakinsamasini da saglar. Ayrica, basitligi, faydasi ve
uygulanabilirligi nedeniyle Banach biiziilme ilkesi, matematiksel analizin birgok dalinda

varlik problemlerini ¢ozmede son derece iyi bilinen bir arag¢ haline gelmistir.

Senter ve Dotson (1974), Mann iterasyon algoritmasini kullanarak genislemeyen
bir doniisiim igin Y' nin sabit noktalarini yaklasik olarak hesaplarken, Maiti&Ghosh
(1989) ve Tan&Xu (1993), (A) kosulu altinda Ishikawa iterasyon algoritmasini
kullanarak sabit noktalari yaklasik olarak hesapladilar ve (A) kosulunun U' nin

kompakthigindan daha zayif oldugunu belirttiler.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Girig bdliimiinden sonra, ikinci boliimde,

calismamizda kullandigimiz temel tanimlar ve bazi 6nemli doniisiimler tanimlanmastir.

Ucgiincii  boliimde, o6ncelikle bazi &nemli iterasyon metotlar1 verilmistir.
Sonrasinda yakinsama hizlar ile ilgili kavramlara ve ispatlarda kullanacagimiz tanim ve

yardimc1 teoremlere yer verilmistir.



Dordiincli boliimde, oncelikle yeni bir iterasyon metotu (Modifiye edilmis
Z —iterasyon metodu) tanitilmis. Daha sonra genislemeyen doniigiimler i¢in bir reel
Banach uzayinda 6nerilen algoritma kullanilarak bazi yakinsama teoremleri verilmistir.
Akabinde de bu iterasyonun Mann, S —iterasyonu, Abbas&Nazir iterasyon Metodu,
Thakur, Thakur, Postolache Iterasyon Metodu, M iterasyonu, ve Z iterasyonuyla sabit

noktaya yakinsama hizlari karsilagtirmak i¢in sayisal 6rneklere yer verilmistir.

Besinci ve son boliimde ise, ¢alismamizda ulastigimiz sonuglara yer verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar
Bazi temel kavram ve teoremler bu bolimde sunulacaktir.

2.1.1. Tamm: Z # @ herhangi bir kiime olmak {iizere, d:Z X E - R fonksiyonu,

VuowE€EE igin,

i. d(u,o) =0,

ii. d(u,p) =0 u=m,

iii. d(u,0) =d(v,u),

iv. d(u,v) <d(u,w) + d(w,v),

sartlarini1 sagliyorsa d fonksiyonuna E kiimesi iizerinde bir metrik, tizerinde bir d metrigi

tanimli olan E kiimesine de metrik uzay denir ve ekseriyetle (£, d) veya =, simgeleri ile

gosterilir. £ kiimesinin 6gelerine (Z, d) metrik uzayinin noktalari denir (Baskan vd 2006).

2.1.2. Tanm: {u,}, (&, d) metrik uzayinda bir dizi olsun. lim u,, = 0 olacak bigimde

n—-oo
bir u € E varsa {u,} dizisine £ de yakinsak ve u noktasina da dizinin limiti denir. {u,}

dizisi yakinsak ve limiti u ise
u, - u veya lim u, =u
n—->oo
sembollerinden biri ile gosterilir (Bayraktar 2006).

2.1.3. Tamm: {u,}, (E,d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Verilen ¥ £ > 0 sayisina
karsilik her m,n > n, i¢in

dug,uy) <e
olacak bigimde bir n, dogal sayis1 bulunabilirse {u,,} dizisine (Z, d) metrik uzayinda bir

Cauchy dizisi denir (Baskan vd 2006).

2.1.4. Tanmmm: (Z, d) metrik uzaymdaki her bir Cauchy dizisi yakinsak ise £ metrik

uzayina tam metrik uzay adi verilir (Bayraktar 2006).



2.1.5. Tammm: U, (&, d) metrik uzayinin bir alt kiimesi olsun. Sayet U kiimesinin her bir

acik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii var ise U e kompakt kiime denir (Baskan vd 2006).

2.1.6. Tamm: (Z,d) ve (0, p) iki metrik uzay, g: E — 0 bir donilisiim ve u, € E olsun.

Ve > 0 sayisi i¢in, d(u,1,) < & oldugunda

p(g(w), g(uy)) < ¢
ya da buna denk olarak

g(D(ue; 8)) € D(g(uo); €)

olacak bigimde bir § > 0 sayis1 mevcutsa, g ye u, noktasinda siireklidir denir. g, E in

tiim noktalarinda siirekli ise g ye E de siireklidir denir (Baskan vd 2006).

2.1.7. Tammm: E bir metrik uzay ve B € E olsun. Vu € B i¢in D(u;r) € B olacak

bigimde bir r = 0 sayis1t mevcutsa, B ye E in agik alt kiimesi denir. E in herhangi bir M

alt kiimesinin Z deki tiimleyeni olan M® = £ — M, E de agik ise M ye kapal1 kiime denir

(Bayraktar 2006).
2.1.8. Tamm: E # @ bir kilme ve 7, Z in baz1 alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Sayet T

ailesi i¢in
. 5,0 €T,
ii. A;,A,, -+, A, € Toldugunda A; N A, N--N A, €T,

iii. A herhangi bir kiime olmak {izere her bir a € A i¢in A, € T oldugunda Uyep A4 € T,
kosullar1 gercekleniyor ise T ailesine = kiimesi lizerinde bir topoloji (topolojik yap1),

(&, 7) ikilisine topolojik uzay denir (Baskan vd 2006).

2.1.9. Tammm: F bir cisim ve L # @ bir kime olsun. +:L XL —>L ve .:F XL - L

islemleri tanimlansin. Sayet asagida verilen kosullar saglaniyorsa, L kiimesine F cismi

tizerinde lineer uzay denir.

A. (L, +) degismeli bir gruptur. Yani,
i. Vuon€lL;, u+oe€lLdir,
. VYuo,w€Licinu+ (v+w) = (u+0o)+wdir,



iii. Herue€lLliginé+u=u+ ¢ = uolacak sekilde £ € L vardir,
Iv. Heru€lLigin(—u)+u=u+ (—u) = ¢ olacak sekilde —u € Lvardir,
V. Heru,v€lLigino+u=u+odir.
B. 9,w € F veu,p € L olmak iizere asagidaki kosullar saglanir.
i.  J.u€ Ldir,
. 9.(u+0)=Y9.u+J.odir,
. (O +w)u=39.u+ w.udir,
iv. (Yw).u=79.(w.u)dir,

v. l.u=udir

F = R ise L ye reel lineer uzay denir (Bayraktar 2006).
2.1.10. Tamm: L bir lineer uzay ve M € L olsun. Her u,» € M i¢in

K={a€L: a=9%u+ (1—-9)p, J€[0,1]} € M

ise, M kiimesine konvekstir denir (Kreyszing 1989).

2.1.11. Tanmm: Z, say1 cismi F olan bir lineer uzay olsun. Eger her u,v € £ ve a € F i¢in

p=1I.1E->R, p(u) = |Jul
fonksiyonu
N1.||u]| =0,
N2. |lull| =0 u=290,
N3. llaull = |ellull,
N4. [lu+ of| < [lull + [Iol|

kosullarini1 gergekliyor ise ||. || fonksiyonuna E {izerinde bir norm ve (&, ||. ||) ikilisine ise

normlu uzay denir (Baskan vd 2006).

2.1.12. Tamm: (E, ||. ||) normlu uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak ise £ normlu
uzayina Banach uzay1 denir (Bayraktar 2006).

2.1.13. Tammm: L, F cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.



I1. (u+ v, w) = (1, w) + (v, w)

12. {au,») = a(u, )

I13. (u,0) = (v, 1)
4. (,u) > 0ve(uu)=0 @ u=2~0

sartlarin1 saglayan ( ):L x L — F fonksiyonuna i¢ ¢carpim fonksiyonu denir. Uzerinde
i¢ carpim fonksiyonunun tanimlandig1 lineer uzaya i¢ carpim uzayi denir. I¢ carpim uzay1

(L,{ )) yadaL ile gosterilir (Bayraktar 2006).

2.1.14. Tamim: E bir i¢ garpim uzay1 ve || || i¢ ¢arpim normu olsun.

d(u,v) =|lu—o|] =+/(u—o,u—0o)

seklinde tanimlanirsa (Z, d) bir metrik uzay olur. I¢ carpim normuyla tanimlanan bu d

metrigine gore Z i¢ carpim uzay1 tam ise, = e Hilbert uzay1 denir (Bayraktar 2006).
Hilbert uzaylari, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylaridir.

2.1.15. Tanmm: Z bir normlu lineer uzay olsun. C (g, R) ile £ de taniml tiim siirekli ve

reel degerli lineer fonksiyonellerin kiimesini ifade edelim Vu € Eve Y;,Y, € C(E, R) i¢in

{(Y1 + YY) (W) =Y, () + Y, (w)
(aY) () = aYy(w)

ise, bu durumda C(E, R) bir lineer uzaydir. Bu C(ZE, R) uzayina Z in normlu duali denir

ve Z* ile ifade edilir. Z* in normlu duali

LE,R) = (ED)"

—okck
)

ya da 2" ile ifade edilir ve bunada £ normlu uzaymin normlu ikinci duali denir
(Bayraktar 2006).

2.1.16. Tamim: E normlu uzay ve {u,} € E olsun. Sayet,

lim|Ju, —u||=0
n—-oo



olacak bigimde bir u € E mevcutsa, {u,,} dizisi u e kuvvetli yakinsaktir denir ve bu durum

limu, =u

n—-oo

seklinde veya u,, — u ile ifade edilir. Buradaki u ya, {u,} dizisinin kuvvetli limiti denir
(Bayraktar 2006).

2.1.17. Tammm: E normlu uzay ve {u,} € E olsun. Sayet Vg € £ i¢in,
111_1;120 g(un) = g(u)

olacak bigimde bir u € E mevcutsa, {u,} dizisi u ya zayif yakinsaktir denir ve u,, = u ile

ifade edilir. Buradaki u ya, {u,} dizisinin zayif limiti denir (Bayraktar 2006).

2.2. Sabit Nokta Kavram

2.2.1. Tanim: E # @ bir kiime ve Y: £ — E herhangi bir doniisiim olsun. Sayet Y(u) = u
olacak bi¢imde bir u € E mevcutsa, bu u noktasina Y nin sabit noktasi denir. Y nin tim
sabit noktalarinin kiimesi “sabit nokta kiimesi” olarak adlandirilir ve Fy, F(Y) veya

Fix(Y) ile gosterilir (Berinde 2006).

Yani, herhangi bir ¢ € E noktasinin Y(x) fonksiyonunun bir sabit noktasi olmasi
icin gerek ve yeter sart Y(c) = c sartin1 saglamasidir. Grafiksel anlamda, bir sabit nokta,
(x,Y(x)) noktas1 y = x dogrusu tlizerinde oldugu anlamina gelir ya da baska bir degisle

Y déniisiimiiniin bu dogru ile ortak bir noktaya sahip olmasidir. Ornegin;

i. £ =R olmak iizere Y: E — E, Y(x) = 3x2 — 5x doniisiimiiniin sabit noktas1 F(Y) =

{0, 2} dir.

2
ii. Z =R\ {0} olmak lizere Y:E - &, Y(x) = 7+Tx doniistimiiniin sabit noktalarinin
kiimesi F(Y) = @ dir.
iii. Z=R olmak iizere Y:E->Z, Y(x) = —cosx +x —1 doniisiimiiniin sabit

noktalarinin kiimesi F(Y) = {(2k + 1)m: k € Z} dir.



2.2.2. Tanmm: Z # @ bir kilme ve Y: Z = E bir doniisiim olsun. Herhangi bir x € E igin
n adet Y den elde edilen Y o Y o Y o --- Y(x) doniisiimiine de Y nin n.iterasyonu adini alir

ve

YoYoYo-Y(x)=Y(Y(Y(x)))=Y"(x)

n tane

seklinde tanimlanir ve Y =Y oY o Y o -+ Y ile gosterilir.
n tane

Ornegin; £ = R olmak iizere, Y(x) = x* — 7 ile tamml1 Y: E — E fonksiyonunun

ticlincii iterasyonu

V@) =Y(Y(Y()) = ((x* = D* = 7)* = 7

ile verilir.
2.2.3. Tanmm: (Z, d) bir metrik uzay ve Y: £ — E bir doniigiim olsun. Her x,y € E igin,

d(Yx,Yy) < od(x,y) (2.1)

olacak bigimde bir o = 0 sayis1 mevcutsa, Y ye Lipschitzian doniisiim denir. (2.1)
esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik o sayisina da Lipschitz sabiti;
esitsizlikte o € [0,1) olmasi halinde saglaniyorsa, Y ye biiziilme doniisiimii (daraltan

doniisiim) denir (Berinde 2006).

2.2.4. Tanmmm: (E, d) bir metrik uzay ve Y: E — E bir doniisiim olsun. Vx,y € E igin,
d(Yx,Yy) <d(x,y)

ise, Y ye genislemeyen doniisiim denir (Berinde 2006).

2.2.5. Tamm: E bir normlu uzay, U # @ € = ve Y:E = E bir doniisiim olsun. Sayet

Vx,y € U igin

IY"x —Y"y|| < L|lx —yl|,vn > 1



olacak bigimde L > 0 sayis1t mevcutsa, Y ye diizgiin Lipschitzian doniisiim ad1 verilir
(Berinde 2006).

2.2.6. Tamim: = bir normlu uzay, U # @ € = ve Y: U — U bir doniisiim olsun. Sayet
Vx,y € U igin
IY"x = Y"yll < anllx —yll,vn =1

olacak bigimde a,, —» 1 kosulunu saglayan bir {a,} < [1, o) dizisi mevcutsa, Y ye

asimptotik genislemeyen doniisiim adi verilir (Agarwal vd 2009).

2.2.6. Tammm: Z bir Banach uzay1 olsun. Her € > 0 ve

Ixll <1, llyll < 1vellx—yll = ¢

kosullarini saglayan her x,y € E i¢in

1
Sl vl <1-6()

olacak bigimde §(&) > 0 sayis1 mevcutsa, E e diizgiin konveks uzay denir (Aksoy ve
Khamsi 1990).

2.2.8. Tanmm: E bir normlu uzay, U # @ € Z ve Y: U — U bir doniisiim olsun. Vx,y € U
i¢cin
IY"x = Y™yl < llx =yl + on@(llx —yI) + en,Vn 21 (2.2)

olacak sekilde ¢: [0, ) = [0, ), ¢(0) = 0 kesin artan siirekli fonksiyonu ve n — o
iken g, e, = 0 oldugunda {o,}, {e,} negatif olmayan reel say1 dizileri mevcutsa Y

doniistimiine total asimptotik genislemeyen doniisiim ad1 verilir (Albert vd 2005).
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2.3. Doniisiimlerin Sabit Noktalari

Bu boliimde, bazi 6nemli sabit nokta teoremlerini ifade edecegiz.

2.3.1. Teorem: M, R™ de kapali bir kiire olsun. Bu durumda g: M — M siirekli doniisiimii
en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi ve Kirk 2001). Bu teorem Brouwer sabit nokta
teoremi olarakta bilinir.

2.3.2. Teorem: E bir Banach uzay1 ve U # @, £ de kompakt konveks bir alt kiime ve
g: U0 — U siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda g en az bir sabit noktaya sahiptir
(Khamsi ve Kirk 2001). Bu teorem Schauder sabit nokta teoremi olarakta bilinir.

2.3.3. Teorem: E lokal konveks uzay ve U # @, E de kapali konveks bir alt kiime olsun.
Eger, Y: E — E siirekli doniistimii i¢in Y(U) nin kapanigi kompakt ise Y doniisiimiiniin bir
sabit noktas1 vardir (Agarwal vd 2009). Bu teorem Tychonoff sabit nokta teoremi olarak

da bilinir.

Simdi, déniisiimiin tek sabit noktasini garanti eden Banach Biiziilme Ilkesini ifade

edelim:
2.3.4. Teorem: (&, d) bir tam metrik uzay ve Y: £ — E daraltan bir doniisiim ise o zaman

1) Y nin bir ve yalniz bir x € E noktasi vardir.

ii) Herhangi bir x, € E i¢in {Y™x,} iterasyon dizisi, Y nin bu sabit noktasina yakinsar
yani hern € Nigin x,, = Yx,_, ile tanimli {x,, } iterasyon dizisi Y nin bu sabit x noktasina
yakinsar (Soykan 2008).

Ispat: 1lk olarak sabit bir noktanin varligini ispatlayalim. x, € Z baslangic noktasini

secelim.
X0, X, =Yxg, X3 =Yx3 =Y%x0, o0, X1 = Yx,, = Y 1x,
iterasyon dizisini dikkate alalim. m > n i¢in

d(xn, xm) = d(Y"x0, Y™x0) = d(Y™x0, YY" %)
< and(xo, Ym_nxo) = and(xo’xm_n)
< an{d(xo, xl) + d(xl,xz) + .4 d(xm—n—l;xm—n)}
<ad(xg,x){1+a+a?+-+a™m "1}
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(o]
< a™d(xg, x;) Z a’
=0

n

(04

yazilir. 0 < a@ < 1 oldugundan {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu elde edilir. Ancak,
(E,d) bir tam metrik uzay oldugundan x,, = x ve bdylece x,,; — x dir. Y donlisiimii
stirekli oldugundan dizisel siireklidir, buradan Yx,, = Yx dir. Simdi x € E elemaninin Y

nin bir sabit noktast oldugunu ispat edelim.

d(Yx,x) <d(Yx,Y™xy) + d(Y™xq, x)
< ad(x, xn—l) + d(xnlx)

olup d(Yx, x) = 0 elde edilir ve boylece Yx = x elde edilir.

Son olarak, Y nin sabit noktasinin tek oldugunu gosterelim. Vy € Eicin Yy = y

olsun. O zaman,

d(x,y) =d(Yx,Yy) < ad(x,y)
olur. 0 < @ < 1 oldugundan d(x,y) = 0 olmasi gerekir. Bu da, x = y demektir.

Banach Biiziilme Ilkesi, Yx = x denklemi icin sadece bir ¢dziimiin varligindan
bahsetmez. Ayrica ¢oziimiin bulunmasi i¢in pratik bir metodu verir; yani ardisik
yaklagimlar1 (Picard iterasyonunun) Yx = x denkleminin ¢ézlimiine yakinsar. Banach

Sabit Nokta Teoreminden

an

AGtn ) < T dxp )

- a

esitsizligine sahibiz. Bu sabit noktaya yaklasim olarak n. iterasyonun se¢imindeki hatay1

hesaplamada kullanilabilir (Soykan 2008).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Iterasyon Metotlari

Bu boliimde, bazi sabit nokta iterasyon metotlart ve dordiincii boliimde
kullanacagimiz yardimer teoremlere yer verilecektir. Bu kisimdaki tiim hesaplamalar
Matlab R2016a bilgisayar programi yardimiyla gergeklestirilmistir.
3.1.1. Picard Iterasyonu

(E,d) bir metrik uzay, U, Z’ nin bostan farkli kapali bir alt kiimesive Y : U -» U
bir donilisiim olsun. x, € = olmak tizere

Xn =YXx_1 =Y"xy, n=1, (3.2)

seklinde Picard iterasyonu tanimlanir (Picard 1890).

7x+4
11

31.2.0Ornek: E=R, U=[-1,1]cE Y:U> U ve Yx = olsun. Y, daraltan bir

dontisiim ve F(Y) = {1.00 } dir. Herhangi bir x, = —0.7690 ve x, = 0.2530 noktalari
icin (3.1) Picard iterasyonun adim sayisi ve degerleri arasindaki iliskiyi asagidaki

cizelgede gosterelim.

Tablo 1: Picard iterasyonunun Aldigi Degerler ve Adim Sayisi Arasindaki Degisim

n xo = —0.7690 x, = 0.2530
1 —0.1257 0.5246
2 0.2836 0.6975
3 0.5441 0.8075
4 0.7099 0.8775
5 0.8154 0.9220
6 0.8825 0.9504
7 0.9252 0.9684
8 0.9524 0.9799
9 0.9697 0.9872
10 0.9807 0.9919
20 0.9998 0.9999
30 1.0000 1.0000
40 1.0000 1.0000
50 1.0000 1.0000
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Tablo 1’de hesaplanan veriler vasitasiyla Sekil 1 elde edilmistir.

Sekil 1. xo = —0.7690 ve xo = 0.2530 Baslangi¢ Degerleri Picard
Iterasyonunun Yakinsama Davranisi
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3.1.3. Ornek: = = [0,1] olmak tlizere Vx € E i¢in Y:E—> Z, Yx =1 —x olsun. Y,
genislemeyen bir doniisiimdiir ve F(Y) = {271} dir. Herhangi bir x, = @ # 271 igin
(3.1) Picard iterasyonu, (w,1 — @, @, 1 — @, ... ) saliniml dizisine karsilik gelir. Bu dizi
w # 27 Ygin yakinsak olmadigindan, bu iterasyon, doniisiimiin sabit noktasina
yakinsamaz (Berinde 2006). Bu nedenle, istenilen sabit noktaya ulasmak i¢in baska bir

iterasyon teknigine gerek duyulmaktadir.

3.1.4. Krasnoselskij iterasyonu

Z0I-) bir normlu uzay ve Y:Z — E bir doniisim olsun. Krasnoselskij
iterasyonu, x, € E ve g € [0,1] i¢in

Xpe1 = (1 —0)x, +0Yx,, n€N, (3.2)

olarak tanimlanir. o = 1 ig¢in, (3.2) esitligi (3.1) ifadesine indirgenir (Krasnoselskij 1955).

3.1.3. Ornekte kullandigimiz Picard iterasyonu, sabit noktayr bulmak igin bize

yarar saglamamisti. Simdi, (3.2) algoritmasim1 kullanarak yakinsamanin var olup

olmadigini inceleyelim.
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3.1.5. Ornek: Z = [0,1] olmak iizere Vx € E i¢in Y:E — E, Yx = 1 — x olsun. Y bir
doniisiim ve F(Y) = {271} dir. Herhangi bir x, = ¢ # 27! ve ¢ = 27! noktas1 igin (3.2)
Krasnoselskij iterasyonu, (271,271,271, ...) dizisine karsilik gelir. Bu dizi ¢ # 277 igin

Y doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar.
3.1.6. Kirk Iterasyonu
= bir normlu uzay ve Y: E — E bir doniisiim olsun. x, € E olmak tizere

Xn+1 = 00Xn + 01Yxn + 02Y2%x, + -+ 0;Y/x,, n €N, (3.3)

seklinde Kirk iterasyonu tanimlanir. Burada i = 0,1,2, ..., j i¢in ¢; > 0 ve g; = 0 olmak

uzere

j
ZQi=1

i=0
dir (Kirk 1971). (3.3) esitliginde j = 1 igin Krasnoselskij iterasyonu ve j = 0 i¢in Picard

iterasyonuna indirgenir.
3.1.7. Mann literasyonu

Banach biiziilme ilkesini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini elde etmek
i¢in Mann tarafindan kurulmustur. = bir normlu uzay, U, Z’ nin bostan farkli konveks bir

alt kiimesi, Y: U — U bir doniisiim ve x, € U igin

Xn+1 = (1 - Qn)xn +0,Yx,, nEN, (3-4)

seklinde Mann iterasyonu tanimlanir. Burada {g,,} € (0,1) araliginda

n—-oo

lim g, =0, Onp = ©
1

n=

sartlarin1 saglayan bir dizidir (Mann 1953).

(3.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda g,, = ¢ (sabit) olarak alinirsa bu

iterasyon, Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).
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3.1.8. Ornek: £ = [0,2] olmak iizere her x € [0,2] i¢in Y:E — E doniisiimii

1, x € [0,1]

Yx=4 |-x2+4
I — x € [1,2]

seklinde genislemeyen doniistimii tanimlansin ve F(Y) = {1,00 } dir. Vn = 1 i¢in g,, =
571 seklinde tanimlansin. (3.4) esitligi ile verilen algoritmada herhangi bir x, = 1.7527
noktast i¢cin ilk 25 terim: 1.5134, 1.3617, 1.2585, 1.1863, 1.1350,
1.0981,1.0715,1.0522,1.0382,1.0279,1.0204, 1.0150, 1.0110,1.0080,1.0059, 1.004 3,
1.0032,1.0023,1.001,1.0012, 1.0009,1.0007,1.0005, 1.0004, 1.0003 seklindedir.

Bu dizi i¢in Y doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar (Jia vd 2022).
3.1.9. Ishikawa iterasyonu

= bir normlu uzay, U, Z’ nin bostan farkli konveks bir alt kiimesi, Y: U — U bir

doniisiim ve x, € U igin

{xn+1 =1 -0)xn + 0. YV, (3.5)
Yo = (1= G)xn + $Yx,, nEN, .

seklinde Ishikawa iterasyonu tanimlanir. Burada {g,}, {{,,} € [0,1] araliginda reel

diziler ve
limo, =0, lim{, =0, Zgn:oo
n—-oo n—-oo
n=1

dir (Ishikawa 1974). Lipschitzian ve pseudocontractive doniistimler i¢in (3.4) esitligi ile
verilen iterasyon semasinin yetersizliginden dolay1 bu yontem olusturulmustur (Berinde
2006).

{n, = 0 alinirsa bu sema Mann iterasyonuna indirgenir. Bu duruma ragmen, (3.4)
ve (3.5) esitligi ile verilen iterasyonlar i¢in yakinsama sonuglari arasinda bir illiyet bagi
yoktur (Berinde 2006).
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3.1.10 Ornek: E = %, 2] kiimesi tizerinde Y: £ —» Z, Yx = iolarak tanimlanirsa, F(Y) =

{1,00 } dir. vn > 1 icin 9,, = {, = 57! seklinde tammlansin. (3.5) esitligi ile verilen
algoritmada herhangi bir x, = 0.5881 noktast i¢in ilk 20 terim: 0.7172, 0.8083,
0.8704, 0.9123, 0.9405, 0.9597, 0.9726, 0.9814, 0.9874, 0.9914, 0.9942,
0.9960, 0.9973, 0.9982, 0.9988, 0.9992, 0.9994, 0.9996, 0.9997, 0.9998

seklindedir. Bu dizi i¢in Y doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar (Y1ildirim, 2010).
3.1.11. Noor Iterasyonu

= bir normlu uzay, U, E’ nin bostan farkli konveks bir alt kiimesi, Y: 0 = U bir

doniisiim ve x, € U igin,

Xn+1 = (1 - Qn)xn + 00 YV,
Yn = (1 - Zn)xn + Yz, (3-6)
Zp =1 —-9)x, +9,Yx,, n€EN,

seklinde Noor iterasyonu tanimlanir. Burada, {0,}, {{,} ve {9,} (0,1) araliginda reel

diziler ve

llan=0, 11m€n=0) llmﬁTI:O’ zgn=oo
n—oo n-—oo n—-oo -

n=1

dir (Noor 2000).

3.1.12. Ornek: £ = [0,1], Y:E > E ve Yx = cos(x) olsun. Y bir doniisiim ve F(Y) =
{0,73909 } dir. vn = 1 i¢in 9, = {,, = I, =§ seklinde tanimlansin. (3.6) esitligi ile
verilen algoritmada herhangi bir x, = g noktast i¢in ilk 25 terim: 0.9441,

0.8761,0.8310,0.8009,0.7807, 0.7671, 0.7580, 0.7518, 0.7477, 0.7449, 0.7430,
0.7417, 0.7409, 0.7403, 0.7399, 0.7396, 0.7395, 0.7393, 0.7392,0.7391, 0.7391,
0.7391, 0.7391, 0.7391, 0.7391 seklindedir. Bu dizi i¢in Y donilisiimiiniin sabit

noktasina yakinsar (Yolacan, 2015).
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3.1.13. § —iterasyonu

2007 yilinda Agarwal ve arkadaglari tarafindan olusturulmustur. E bir normlu
uzay, U, £’ nin bostan farkli konveks bir alt kiimesi, Y: U — U bir doniisiim ve x, € U
i¢in

{xn+1 = (1 - Qn)Yxn + 0nYVn,

Yn = (1- (n)xn + {Yx,, n€EN, (3.7)

seklinde S — iterasyonu tanimlanir. Burada, {0, } ve {¢,,} (0,1) araliginda reel dizilerdir
(Agarwal vd 2007).

Agarwal ve arkadaslari, daraltan doniisiimler i¢in S —iterasyonunun Picard

iterasyonuyla ayn1 hizla ve Mann iterasyona gore daha hizli yakinsadigini gostermislerdir
(Agarwal vd 2007).

3.1.14. Ornek: ZE=R, Y:

[1]

- Zve Yx=1 +§ olsun. Y, daraltan bir doniisiim ve

F(Y) = {2.0000 } dir. vn =1 i¢in 9o, = {, = g seklinde tanimlansin. Herhangi bir

Xo = —99 noktasi igin (3.7) S — iterasyonunun yakinsama davranisi, x; = —42.7026,
x, = —17.7854, x3 = —6.7570, x, = —1.8758, x5 = 0.2846, x4 = 1.2407, x,; =
1.6640, xg = 1.8513, x9 = 1.9342, x;, = 1.9709, x;; = 1.9871, x;, = 1.9943,
X133 = 1.9975, x4, = 1.9989, x;5 = 1.9995, x;4 = 1.9998, x;; =1.9999, x5 =
2.0000, x19 = 2.0000, x,, = 2.0000, -+, x30 = 2.0000, -+, x40 = 2.0000,, x59 =
2.0000 seklindedir. Bu dizi i¢in Y doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar (Agarwal vd
2009). Elde edilen veriler araciligiyla Sekil 3.2. elde edilmistir.
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Sekil 2. x, = —99 Baslangi¢c Degeri S- iterasyonunun Yakinsama Davramsi
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3.1.15. Abbas&Nazir iterasyonu

= bir normlu uzay, U, Z’ nin bos olmayan konveks alt kiime, Y: U — U bir
doniisiim ve x, € U igin
Xn+1 = (1 - Qn)Yyn +0nY2y,

o = (1= GIYxn + Y27y, (3.8)
Zp = (1 —9)x, + 9,Yx,, neEN,

Seklinde Abbas&Nazir iterasyonu tanimlanir. Burada, {o,}, {¢,} ve {9,} (0,1)
araliginda reel dizilerdir (Abbas ve Nazir, 2014).

(3.8) ile tanimlanan iterasyon yontemi Picard, Mann ve S-Iterasyonundan daha

hizlidir (Abbas ve Nazir, 2014).

3.1.16. Ornek: Z =R, Y:Z > E ve Yx = —x olsun. Y, genislemeyen bir doniisiim ve
F(Y) ={0.0000} dir. Yyn>1 i¢in ¢, =, =9, =171 seklinde tanimlansmn.
Herhangi bir x, = 1000 noktas1 i¢in (3.8) Abbas&Nazir iterasyonunun yakinsama
davranisi, x; = 882.7600, x, = 779.2653, x; = 687.9042, x, = 607.2543, x5 =
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536.0599, xq = 473.2122 , x;, = 417.7328, xg = 368.7578, xg = 325.5247 , x;¢ =

287.3602 y' Xgg & 19594 )Y X100 — 0.0038 Y X150 = 75231E — 06 Y

Xp00 = 1.4741E — 08+,  xy50 = 2.8884E —11,, X300 = 5.6598E — 14

seklindedir. Bu dizi i¢in Y doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar (Agarwal vd 2009).

Elde edilen veriler dogrultusunda Sekil 3 olusturulmustur.

Sekil 3. x, = 1000 Baslangi¢ Degeri Abbas&Nazir iterasyonunun Yakinsama

Davrams1
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3.1.17. Thakur, Thakur, Postolache iterasyonu

= bir normlu uzay, U, Z’ nin bostan farkli konveks bir alt kiimesi, Y: U — U bir

doniisiim ve x, € U keyfi bir nokta olmak iizere,

Xn+1 = Y¥n,
Yn = Y[(l - Qn)xn + QnZn]: (39)
Zn = (1 = {)xp + &Y%, NEN,

seklinde tanimlanir. Burada, {g,} ve {{,} (0,1) araliginda reel dizilerdir (Thakur vd
2016a).
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3.1.18. Ornek: E=R, Y:R* > E ve Yx =1/(1 +x) olsun. Y, genislemeyen bir

dontisim ve F(Y) = {%} dir. vn = 1i¢in g, = {,, = 0.5 seklinde tanimlansin. (3.9)

esitligi ile verilen algoritmada herhangi bir x, = 10 noktasi i¢in ilk 15 terim: 0.8950,
0.6433, 0.6204, 0.6183, 0.6181, 0.6180, 0.6180, 0.6180, 0.6180, 0.6180, 0.6180,
0.6180, 0.6180, 0.6180, 0.6180 seklindedir. Bu dizi icin Y doOniisiimiiniin sabit
noktasina yakinsar (Agarwal vd 2009).

3.1.19. M iterasyonu

=

= bir normlu uzay, U, E” nin bos olmayan konveks alt kiimesi, Y: U = U bir

doniisiim ve x, € O igin

Xn+1 = YVn,
Yn = YZn: (310)
Zp, = (1 —o0)x, +0,Yx,, NnEN,

seklinde M iterasyonu tanimlanir. Burada, {o,} (0,1) araliginda reel dizilerdir (Ullah ve
Arshad, 2018).

3.1.20. Ornek: E = [-0.5,0.5], Y:E > E ve Yx = {% X #05 i doniisim ve

0, x=0.5

F(Y) = {—0.5}dir. vn = 1i¢in g,, = 0.5 seklinde tanimlansin. (3.10) esitligi ile verilen
algoritmada herhangi bir x, = 0 noktasi i¢in ilk 15 terim: —0.4630, —0.4973, —0.4998,
—-0.5000, —0.5000, —0.5000, —0.5000, —0.5000, —0.5000, —0.5000, —0.5000,
—0.5000, —0.5000, —0.5000, —0.5000 seklindedir. Bu dizi i¢in Y doniisiimiiniin sabit
noktasina yakinsar (Abdeljawad vd 2024). Elde edilen veriler araciligiyla Sekil 3.4. elde

edilmistir.
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3.1.21. Z — iterasyonu

= bir normlu uzay, U, E’ nin bostan farkli konveks bir alt kiimesi, Y: 0 = U bir
dontisiim ve x, € U,

cn =Yk, (3.11)
k, = (1 - Qn)xn + 0, Yxy,
bn =Yy,

fn = (1 - Zn)cn + $Yey,
Xpt1 = Yby,,n EN,

seklinde Z —iterasyonu tamimlanir. Burada, {g,} ve {{,} (0,1) araliginda reel dizilerdir
(Srivastava vd 2024).
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3.1.22. Ornek: £ = R*, Y:E > E ve Yx =2 + x bir doniisim ve F(Y) = {2} dir.
vn =1 igin g, = {, = 0.5 seklinde tanimlansin. Herhangi bir x, = 98 noktasi i¢in
(3.11) Z iterasyonunun yakinsama davranisi, x; = 2.1676, x, = 2.0010, x5 = 2, x4, =
2, X5 = 2, x¢ = 2, x; = 2 seklindedir. Bu dizi i¢in Y doniisiimiiniin sabit noktasina

yakinsar (Ali vd 2021). Elde edilen veriler araciligiyla Sekil 3.5. elde edilmistir.

Sekil 5. x, = 98 baslangi¢ degeri Z iterasyonunun yakinsama davranisi

100
90 r}
80 -
70 +
60 - \

50 |

Dizinin degeri

40 ¢

30

20 + \

10

1 1.5 2 2.5 Z) =1 4 4.5 5 5.5 6
lterasyon sayisi
3.2. Yakinsama Hizlar:
Bu baghk altinda, dordiincii bolimde teoremlerimizi desteklemek icin

verecegimiz Orneklerde asagidaki tanimlar faydali olacaktir.

3.2.1. Tammm: Z bir Banach uzay1 U, E’ nin bostan farkli kapali, konveks bir alt kiimesisi
ve Y: U = U bir doniisiim olsun. Y doniisiimiiniin q sabit noktasina yakinsayan dizileri

{x,} ve {z,} olsun. Eger her n € N igin

I = qll < llz, —qll
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kosulunu sagliyorsa, bu durumda {x,} nin {z,} ye gore daha hizli yakinsadig1 sylenir

(Rhoades, 1976).

3.2.2. Tanmm: {a,}’ nin, Vn > 1 i¢in a, # a olmak iizere a’ya yakinsayan bir dizi

oldugunu varsayalim. 1 ve « pozitif sabitleri su sekilde mevcutsa:

A1 — QA
lim M =1
n-oo |an - ala
bu durumda, {a,} asimptotik hata sabiti A ile @ mertebesinde a'ya yakinsar. Eger a = 1
(ve 1< 1) ise, dizi dogrusal olarak yakinsaktir ve a = 2 ise dizi ikinci dereceden

yakinsaktir (Burden ve Faires, 2010).

Berinde, iki yinelemeli yontem arasindaki yakinsama oranini asagidaki gibi

karsilastirmak i¢in 3.2.2. Tanim’1 kullanmistir (Berinde, 2002).

3.2.3. Tammm: {a,} ve {b,}, sirasiyla a ve b ye yakinsayan pozitif sayilarin iki dizisi ve

li |an_a| _

—_— =
nl_r)rololbn_bl

olsun.

i. 1l =0ise{a,}nin ayayakinsamasi, {b,} nin b ye yakinsamasindan daha hizlidir.
ii. 0<I<oise {a,}Vve {b,} dizileri ayn1 yakinsaklik oranina sahiptir.
iii. [ = ooise, {b,} dizisi {a,} dizisinden daha hizli yakinsar (Berinde, 2002).

3.3. Yardimci Teoremler

Bu baglik altinda, bir sonraki boliimde teoremleri ispatlarken kullanacagimiz

tanimlara ve yardimei teoremlere yer verilmistir.

3.3.1. Tammm: Y: U — U bir doniisiim ve F(Y) # @ olsun. Sayet Vr > 0 i¢in f(r) > 0,

f(0) = 0 olacak bi¢gimde azalmayan bir f: R* - R* déniisiimii var ve
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Vx € Uigin ||x — Yx|| = f(d(x,f]—"))

ise, Y ye (A) sartini sagliyor denir. Burada d(x, F) = infycrd(x, y) dir (Senter ve Dotson
1974). (A) sarti, U nin kompaktligindan daha zayiftir (Tan ve Xu 1993).

3.3.2. Tamim: Bir E Banach uzayinda x,, = x ve her y # x igin
liminf]|x,, — x|| <liminf||x, — y||
n—-oo n—-oo
olmasini gerektiriyorsa, E Opial sartini sagliyor denir (Opial 1967).

3.3.3 Tamim: E bir reel Banach uzay1, Y: £ — E bir doniisim ve F = {e*} olsun. Sayet,
Z deki {x,} dizisi e* a zayif ve {Yx,} dizisi p ye kuvvetli yakinsadiginda Ye* = p
oluyorsa Y ye p de demicloseddir denir (Agarwal vd 2009).

3.3.4 Yardimar Teorem: = diizgiin konveks bir reel Banach uzayi ve U, E’ nin bostan
farkli kapali, konveks bir alt kiimesi olsun. Y : U — E asimptotik genislemeyen bir
doniistim ise, (I — Y) sifirda demicloseddir (Chidume vd 2003).

3.35 Yardima Teorem: = diizgiin konveks bir reel Banach uzayr ve B, =
{x € E:||x]| <7} olsun. Ayrica g:[0,©) = [0,), ¢(0) =0 kesin artan siirekli ve
konveks fonksiyonu verilsin. Vu,o,w € B, ve ¢ + { + 9 = 1 i¢in

llou + {v + Iwl|* < ellull? + Cllvl|? + Ilwl|? — eJg(llu — ol

olmak tizere o, ,9 < [0,1] dir (Cho vd 2004).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde, oncelikle, genigslemeyen doniisiimler ig¢in yeni bir algoritma
tanitilmis ve daha sonra diizglin konveks Banach uzayinda bu doniisiim i¢in bazi

yakinsama teoremleri sunulmustur.

Son olarak, énerilen iterasyonun Mann, S —iterasyonu, Abbas&Nazir Iterasyon
Metodu, Thakur, Thakur, Postolache iterasyon Metodu, M iterasyonu, ve Z —
iterasyonlariyla sabit noktaya yakinsama hizlar karsilastirmak i¢in sayisal 6rneklere yer
verilmistir. Boliimdeki tiim hesaplamalar Matlab R2016a bilgisayar programi yardimiyla

gerceklestirilmistir.

4.1. Genislemeyen Doniisiimlerin Yakinsamalari

= bir normlu uzay, U, Z’ nin bostan farkli konveks bir alt kiimesi, Y: U — U bir

doniisiim ve x, € U igin

cn = Yk, (4.1)
ky, = (1 - Qn)xn + 0, Yxy,
b, = Y[(l - Hn)xn + ann],

L fn = (1 - {n)cn + ¢ Ycep,
Xn+1 = Y[(l - Vn)xn + ann]'n €eN,

seklinde modifiye edilmis Z — iterasyonu tanimlanir. Burada, {0,}, {,.}, {6}, {v0}
(0,1) araliginda reel dizilerdir.

4.1.1. Sonug: Eger, 0, =y, =1 olarak secilirse (4.1) semas1 Z — iterasyonuna
indirgenir.
4.2. Genislemeyen Déniisiimler i¢cin Temel Sonuclar

Yakinsama teoremlerinin ispatinda kullanacagimiz yardimci teorem asagidaki

sekilde verilmistir.



26

4.2.1. Yardimc1 Teorem: E bir normlu uzay, U, =’ nin bostan farkli kapali, konveks alt
kiimesi, Y: U — U bir genislemeyen doniisim ve F # @ olsun. {0,,}, {¢»}, {6,.}, {vn} (0,1)

araliginda reel diziler olsun. Herhangi bir x, € U olmak {izere

liminf, - {, > 0, (4.2)
liminf,_,.60, > 0,
liminf,yn > 0,

0 < liminfy00, < liMmsup,_0on < 1,

(4.1) deki gibi {x,,} dizisi tanimlansin. Bu durumda,
i.  p € Figinlim,_.l|lx, — pI|| limiti mevcuttur;

i, limy_ellx, — Yx, || = 0 esitligi elde edilir.

Ispat: i. p € F # @ olsun. Y genislemeyen doniisim ve (4.1) iterasyon semasindan

dolayz,

lken — 2l < (1 = 0)xp + 02 Yxn — 2l < |lx, — 2l (4.3)

llcn =2l < Yk = 2|l < llkn = 2| < llxn — 21l ((4.3) den) (4.4)

(4.1) ve (4.4) ifadelerinden,

1By, — 2l < IY[(1 = 6)x, + 6, f3] — 2 (4.5)
< (1= 6)llxn — 2l + 65l f — 2|l
< (1-6)lx, — 2l
+0,1[(1 = G)cn + G Yen] = 2l
< (1= 6)llxn — 2l + 6 llcn, — 2l
< (1= 6)llx, — 2l + Oy llxn — 2l ((4.4)den)

< llxn = 2,

elde edilir. (4.1) ve (4.5) ifadeleri kullanilarak,

||xn+1 - }7” < ”Y[(l - Vn)xn + ann] - 39” (4-6)



27

< A =y)lixn = 2l + vullbn, — 2l
< llx, = 21l ((4.5) den)

bulunur. Yukaridaki esitsizlikten {||x,, — p||} nin azalan ve sinirli oldugu anlasilir. Bu

yiizden, lim,_,||x,, — p|| limiti vardr.
ii. (4.1) iterasyon semasi ve 3.3.5 Yardimci Teoremden dolayz,

llen — 2117 < 1Yk — 2|17 4.7)
< llky — 2II?
< (1 - enllxn — 217 + onllYx, — pII?

—0n(1 — 0n) g1 (IIYxy — %)
< llxn = 2117 — 02.(1 — ) g1 (I, — x5 D),

ve
Ifn — 217 < (A= G)lley — 2117 + GallYen — 212 (4.8)
_(n(l - Zn)g’z(”ch - Cn”)
< llep — 2II?

< Iy — 211? = en(1 = @) g1 (I x5, — x,11)((4.7) den)

elde edilir. Ayrica, (4.1), (4.8) ifadeleri ve Yardimci Teorem 3.3.5 den,

llbr, — 2II? (4.9)
< IIY[(1 = 6,)x, + 6, 1] — 21
< I = 6)xy + 6nfo] — 2II?
< (1= 6)llx, — 211? + 6ullfp, — 2II7
—0,(1 = 0,)g3(llfn — xnlD
< (1= 6)lx, — 211* + 6llfp, — 2II7

< (1= 6)llx, — 2lI?

+0, [l — 211> = 0n(1 = 02)g1 (IIYX, — %, 11)]((4-8) den)

< llxn — 217 = 0260 (1 = 0) 1 (Y2, — x5 11),

ve
|Xn4+1 — 217 (4.10)
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< IY[(1 = y)xn + ¥abnl — 2117

< I = y)xn + ¥aba] — 2117

< (1 = y)llxp = 21 + Wallby — 2II?

V(1 = ¥ ga(llxn — bal)

< (1 = y)llxp = 21 + Wallby — 2II?

< (A =y)llxp — 2l

+¥alllxn — 2117 = 006,(1 = 0)g1 (1Y, — x,1D]((4-9) dan)
< % — 2117 = 000n¥n(1 — 0D g1 (I, — 2, 1D),

bulunur. (4.10) da gerekli diizenlemeler gerceklestiginde,
0nOn¥n(1 — 02)g1 (V27 — xpl1) < lloty — 2112 = llxn41 — 2117 (4.11)
elde edilir. (4.2) deki varsayimdan,
0<N<($,0<R<O,0<R<y,Vep, <X <1,ny,<n, (4.12)
olacak sekilde X, X* € (0,1) ve ny € Z* vardir. Buradan,
R3(1 = R)g1 (IVxn, — x]1) < N2t = 217 = llxnss —2lI2 9 <1 (4.13)
elde edilir. ny < w igin (4.13) ifadesini takiben,

PG (414

1 w
< _ 2 _ _ 2
S - N){ E n=no(”xn 2l = llxns1 — 2l )}
1

< I, — 21,
N3(1—X) "o
olur. Buradan ¥5_p g1(|[Yx, — x,|]) < oo, ve boylelikle lim g;(||Yx, —x,[|) =0
n—->oo

oldugu gorilir. Yardimeir Teorem 3.3.5 den ¢(0) = 0 kesin artan siirekli ve konveks

fonksiyonu oldugundan, lim,,_,.||x, — Yx,|| = 0 esitligi elde edilir.
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b

4.2.2. Teorem: = diizglin konveks bir Banach uzay, U, Opial sartin1 saglayan Z’ nin
bostan farkli kapali, konveks bir alt kiimesi ve Y: U — U bir genislemeyen doniisiim ve
F + @ olsun. {o,,}, {Cn}, {0}, {v} dizileri 4.2.1. Yardimc1 Teoremindeki gibi olsun. Bu

durumda {x,} — e* € F dir.

Ispat: 4.2.1. Yardimc1 Teoreminden lim,,_,||x, — #|| vardir. Diizgiin konveks bir E

Banach uzayinda sinirh {x,,} dizisinin, e* € U noktasina zayif yakinsayan bir {xnj} alt

dizisi vardir. 4.2.1. Yardimci1 Teoreminden lim,,_,,, ”xnj - Yxnj ” = 0 olur. Ayrica 3.3.4

Yardimci Teoremden (I —Y) sifirda demiclosed oldugundan Y e* = e* yazlir. Yani
e* € F dir. Simdi {x,,} = e*oldugunu gosterecegiz. {x,} dizisinine* € U noktasina zayif
yakinsayan farkli bir {xnj} alt dizisini ele alalim. Ayni ispat yolu izlenerek e™ € F elde
edilir. Simdi e* = e* oldugunu gosterelim: Varsayalim ki e* # et dir. Opial sartindan

dolayz,

*

lim [, — °l| = lim [, — ¢
B —
S -

Jj—oo J

*

< lim ”an —e

J—x©

= lim|[x, — e”||
n—oo
dir. Bu bir celigkidir. Oyleyse, e* = e* dir. Bu durumda {x,,} = e* € F dir.

4.2.3. Teorem: E diizgiin konveks bir Banach uzayi ve U, E ve {x,,} dizisi 4.2.1. Yardimci
Teoremindeki gibi tanimlansin. Bu durumda {x,,} dizisinin F nin bir sabit noktasina
kuvvetli yakinsamasi igin gerek ve yeter sart n = 1 igin d(xp,, F) = infez|lx, — 2|l

olmak tizere liminf;,_,.d(x,, F) = 0 ifadesinin saglanmasidir.

Ispat: Gereklilik asikardir. Bu nedenle, yalnizca yeterlilik kismi ispatlayalim. p € F igin,
(4.6) dan

X041 = 21l < llxn — 2l (4.15)
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yazilir. 4.2.1. Yardimc1 Teoreminden lim,_.d(x,, F) limitinin var ve boylelikle

lim,, 0 d (x,, F) = 0 elde edilir.

Simdi, lim,,_,,d(x,, F) = 0 oldugundan, verilen bir £ > 0 sayis1 i¢in, her n = n, olmak

tizere d(x,, F) < g olacak sekilde pozitif bir n, tamsayisi vardir. Bu da, | Xn, — P || <

g olacak sekilde p* € F sabit noktasinin var oldugu anlamina gelir. Buradan, n,m = n,
iken
”xn+m - xn” < ”xn+m - 37+” + ”xn _20+” < zllxno _20+|| <é&

olur. Dolayisiyla, {x,}, £ de bir Cauchy dizisidir ve U, £ Banach Uzayinda kapali
oldugundan, n — oo iken x, — p* olacak sekilde p* € U vardir. Simdi p* €
F oldugunu ispat edelim. Varsayalim ki, p* € F¢. F, £ nin kapali bir alt kiimesi

oldugundan d(p*, F) > 0 yazilabilir. Ancak, V g € F igin,
7" = all < llp" = xull + llx, = 4l
olup buradan,
d@p*,F) < llxn — "Il + d(xn, F)

eldeedilir. n - o igind(p*, F) > 0 ¢eliskisinden dolay1, d(p*, F) = 0 dir. Bu yiizden,
pEF.

4.2.4 Teorem: E diizgiin konveks bir Banach uzay1 ve U, E ve {x,,} dizisi 4.2.1. Yardimc1
Teoremindeki gibi tanimlansin. Eger Y dontsiimi (A) sartin1 sagliyorsa bu durumda

{x,} — p* € F dir.

Ispat: (4) sart1 ve 4.2.1. Yardime1 Teoreminden dolayz,

limn_,oof(d(xn, 17-")) <lim,,ollx, — Yx,|| =0

elde edilir. Yani limn_,oof(d(xn,}")) = 0 yazilir. Her r € (0,0) igin f(r) > 0, f(0) =
0 olacak sekilde azalmayan f: R* — R* fonksiyonun varligindan lim,,_,..d (x,, F) = 0

sonucu elde edilir. 4.2.3. Teoremdeki ispat yollu takip edilirse, {x,} dizisi bir Cauchy
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dizisi oldugu goriliir. £ tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. lim,,_x, = p* olsun.
lim,_,d(x,, F) = 0 oldugundan d(p*,F) =0 dir. F kapali olup p* € F dir. Bu
durumda {x,} — p* € F dir.

4.3. Sayisal Ornekler

Genislemeyen doniistimler i¢in yeni olusturulan iterasyon algoritmasini
kullanarak elde edilen sonuglar1 literatiirde var olan bazi iterasyon yontemleriyle

karsilastirmak i¢in Matlab R2016a kullaniyoruz.
4.3.1 Ornek:

= alisilmig norma sahip reel sayilar kiimesi, U = (—1,1) olsun. Y: U0 - U, Yx =

—x genislemeyen doniisiimiin olup F = {0} # @ dir. Vn = 1 igin

(o) = (6} = (0,) = r) = ¢

olarak segelim. Kolay hesaplama yapabilmek i¢in iterasyon semamizda n = 1 olarak

diisiindiik. (4.1) semasi su sekilde tanimlanir:

( ¢, = Yk, (4.16)
ky = (1 -2+ v,

by = |(1-5)x +%f1]
fi= (1——) + Ycl,

X, = Y[(1——) 1+gb1].

A

Benzer sekilde, x5, x3, -+, xp,, ---hesaplanabilir. 2.1. Tabloda baslangig terimi x, =

1 2 3 . e
o Ve Xo =~ 15 Xo =5 Ve Xo = 1 igin {x,} dizisinin ilk yirmi degerini veriyoruz. 4.1.

Tablo yardimiyla x,, — 0.0 elde ediyoruz. Bu, 4.2.3 Teorem’in uygulanabilir oldugu

anlamina gelir.
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Tablo 2: Baslangi¢ Tahminleriyle Onerilen Yinelemeli Yontemin Sayisal Sonuglar

n xozi x0=—i xozi %=1

10 10 10
1 —0.0478 0.0957 —0.1435 —0.4783
2 0.0229 —0.0457 0.0686 0.2287
3 —0.0109 0.0219 —0.0328 —0.1094
4 0.0052 —0.0105 0.0157 0.0523
5 —0.0025 0.0050 —0.0075 —0.0250
6 0.0012 —0.0024 0.0036 0.0120
7 —5.7236E — 04 0.0011 —0.0017 —0.0057
8 2.7374E — 04 —5.4748E — 04 8.2121F — 04 0.0027
9 —1.3092E — 04 2.6184F — 04 —3.9276E — 04 —0.0013
10 6.2614E — 05 —1.2523E — 04 1.8784F — 04 6.2614F — 04
11 —2.9946E — 05 5.9892E — 05 —8.9837E — 05 —2.9946F — 04
12 1.4322E — 05 —2.8644E — 05 4.2966E — 05 1.4322E — 04
13 —6.8497E — 06 1.3699E — 05 —2.0549E — 05 —6.8497E — 05
14 3.2759E — 06 —6.5519E — 06 9.8278E — 06 3.2759E — 05
15 —1.5668E — 06 3.1335E — 06 —4.7003E — 06 —1.5668E — 05
16 7.4932E — 07 —1.4986F — 06 2.2480F — 06 7.4932E — 06
17 —3.5837E — 07 7.1675E — 07 —1.0751EF — 06 —3.5837E — 06
18 1.7140E — 07 —3.4279E — 07 5.1419E — 07 1.7140F — 06
19 —8.1973E — 08 1.6395F — 07 —2.4592F — 07 —8.1973E — 07
20 0 —7.8409E — 08 1.1761E — 07 3.9205E — 07
4.3.2. Ornek:

= alisilmis norma sahip reel sayilar kiimesi, U = [5,37] olsun. Y:U - U, Yx =

V54 — 9x + x? bir doniisiimiin olup F = {6} # @ dir. Vn > 1 i¢in

(o) = 16} = 18 = () = 1

olarak segelim (Thakur vd 2016b).
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Tablo 3’de baslangi¢ terimi x, = 5.0 ve x, = 13.0, x, = 22.0 ve x, = 37.0 igin {x,}
dizisinin ilk on degerini veriyoruz. Tablo 3 yardimiyla x,, — 6 elde ediyoruz. Bu, 4.2.4

Teorem’in uygulanabilir oldugu anlamina gelir.

Tablo 3: Baslangi¢ Tahminleriyle Onerilen Yinelemeli Yontemin Sayisal Sonuglar

n xo = 5.0 xo = 13.0 Xo = 22.0 x, = 37.0
1 5.8975 8.1551 14.4582 28.1262
2 5.9875 6.3773 8.9534 19.8269
3 5.9985 6.0500 6.5773 12.6965
4 5.9998 6.0063 6.0792 8.0035
5 6.0000 6.0008 6.0100 6.3432
6 6.0000 6.0001 6.0012 6.0452
7 6.0000 6.0000 6.0002 6.0057
8 6.0000 6.0000 6.0000 6.0007
9 6.0000 6.0000 6.0000 6.0001
10 6.0000 6.0000 6.0000 6.0000
4.3.3. Ornek:

= alisilmis norma sahip reel sayilar kiimesi, U = [0,00) olsun. Y:U - U, Yx =

sinx bir dontisimiin olup F = {0} # @ dir. Vn = 1 i¢in

(0n) = (6} = (8, = () = 1

olarak se¢elim.

Tablo 4’de baslangi¢ terimi x, =§ icin modifiye edilmis Z — Iterasyonuyla,
Mann, S —iterasyonu, Abbas&Nazir iterasyon Metodu ve Z —iterasyonuyla sabit noktaya

yakinsama hizlar1 karsilagtirildi. Tablodaki veriler dogrultusunda modifiye edilmis Z —

iterasyonunun, (3.4), (3.7) ve (3.8) iterasyonlarindan hizli oldugu goriildii.

Tablo 4: Mann, S —iterasyonu, Abbas&Nazir Iterasyon Metodu, Modifiye Edilmis
Z- Iterasyonuyla Sabit Noktaya Yakinsama Hizlar1 Karsilastirilmasi

n (3.4) iterasyonu (3.7) iterasyonu (3.8) iterasyonu (4.1) iterasyonu
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1 1.0472 1.0472 1.0472 1.0472
2 0.9437 0.8338 0.7801 0.7774
3 0.8671 0.7195 0.6549 0.6452
4 0.8073 0.6439 0.5770 0.5632
5 0.7588 0.5888 0.5223 0.5061
6 0.7184 0.5463 0.4809 0.4634
7 0.6840 0.5120 0.4482 0.4299
8 0.6542 0.4836 0.4215 0.4028
9 0.6281 0.4596 0.3992 0.3802
10 0.6050 0.4389 0.3801 0.3610
100 0.2222 0.1478 0.1243 0.1143
200 0.1594 0.1053 0.0884 0.0811
300 0.1308 0.0863 0.0723 0.0662
400 0.1136 0.0748 0.0627 0.0574
500 0.1018 0.0670 0.0561 0.0513

Tablo 5°de baslangi¢ terimi x, =§ icin Modifiye edilmis Z — Iterasyonuyla,
Thakur, Thakur, Postolache Iterasyon Metodu, M iterasyonu, ve Z — iterasyonuyla sabit
noktaya yakinsama hizlari karsilagtirildi. (3.9), (3.10) ve (3.11) iterasyonlarmin (4.1)

iterasyonundan hizli oldugu goriildii.

Tablo 5: Thakur, Thakur, Postolache iterasyon Metodu, M Iterasyonu ve Z-
Iterasyonuyla, Modifiye Edilmis Z- Iterasyonuyla Sabit Noktaya Yakinsama
Hizlar1 Karsilastirilmasi

n (3.9) iterasyonu (3.10) iterasyonu (3.11) iterasyonu (4.1) iterasyonu
1 1.0472 1.0472 1.0472 1.0472
2 0.7413 0.7241 0.6361 0.7774
3 0.6125 0.5937 0.5042 0.6452
4 0.5352 0.5168 0.4316 0.5632
5 0.4820 0.4642 0.3838 0.5061
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6 0.4424 0.4253 0.3492 0.4634
7 0.4113 0.3949 0.3226 0.4299
8 0.3860 0.3703 0.3013 0.4028
9 0.3650 0.3499 0.2838 0.3802
10 0.3471 0.3325 0.2690 0.3610
100 0.1123 0.1069 0.0846 0.1143
200 0.0798 0.0760 0.0600 0.0811
300 0.0653 0.0621 0.0490 0.0662
400 0.0566 0.0539 0.0425 0.0574
500 0.0507 0.0482 0.0380 0.0513
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5. SONUC

Bu boliimde ise ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglar verilecektir.

5.1. Sonug: 2 diizgiin konveks bir Banach uzay, U, Opial sartini saglayan Z’ nin bostan
farkli kapali, konveks bir alt kiimesi ve Y: U — U bir genislemeyen doniisim ve F # @
olsun. {e,}, {¢w}, {6.}, {yn} (0,1) araliginda reel diziler olsun. Herhangi bir x, € U

olmak lizere

liminf, 0 {n > 0, (5.1)
liminf, 6, > 0,
liminfy,¥n > 0,

0 < liminfy00, < limsup,_00n < 1,

Bu durumda {x,,} — e* € F dir.

5.2. Sonug: E diizgiin konveks bir Banach uzay1 ve U, Z ve {x,,} dizisi 5.1. Sonugtaki gibi
olsun. Bu durumda {x,} dizisinin F nin bir sabit noktasma kuvvetli yakinsamasi igin
gerek ve yeter sart m=1 i¢in d(x,F) = infyerllx, — |l olmak iizere

liminf,_,d(x,, F) = 0 ifadesinin saglanmasidir.

5.3. Sonug: E diizgiin konveks bir Banach uzay1 ve U, E ve {x,} dizisi 5.1. Sonugtaki

gibi olsun. Eger Y doniistiimii (A) sartin1 sagliyorsa bu durumda {x,} — p* € F dir.

Ikinci ve son olarak, tanitilan iterasyonun Mann, S —iterasyonu, Abbas&Nazir
Iterasyon Metodu, Thakur, Thakur, Postolache Iterasyon Metodu, M iterasyonu, ve Z —
iterasyonuyla sabit noktaya yakinsama hizlar1 karsilagtirmak icin dordiincii boliimde
sayisal orneklere yer verilmistir. Modifiye edilmis Z — Iterasyonunun, Mann,
S —iterasyonu, Abbas&Nazir Iterasyon Metotlarindan hizli oldugu, Thakur, Thakur,
Postolache Iterasyon Metodu, M iterasyonu, ve Z — iterasyonundan yavas oldugu

gozlemlendi.
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