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Anahtar Kelimeler (Oz: Bu ¢alismada ekli (additive) Allee etkisine sahip Caputo-Fabrizio lojistik model ele
Fark denklem, alinmistir. Adams-Bashfort niimerik yéntemiyle kesirsel mertebeden dinamik sistemden iki
Kararlilik, boyutlu bir fark denklem sistemi elde edilmistir. Bu fark denklem sisteminin denge noktalari
Nelrﬁark-Sacker hesaplanmis ve her bir denge noktasinin lokal asimptotik kararlilig1 i¢in gerekli olan cebirsel
Ei?u; ITIl;:;rizio kosullar Schur-Cohn kriterlerinin kullanilmasiyla elde edilmistir. Ayrica fark denklem
tiirev, sisteminin, pozitif denge noktasi civarinda Neimark-Sacker c¢atallanmasi sergiledigi
Allee etkisi. gosterilmistir. Yine Allee fonksiyonunun sistemin dinamik yapisi tiizerindeki etkisi
arastirlmistir.  Allee fonksiyonunun kararhilik boélgesini genislettigi ve daha geg
catallanmalarin olusmasina sebebiyet verdigi gézlemlenmistir. Son olarak biitiin teorik
sonuglar niimerik olarak test edilmistir.

Complex Dynamics of a Discretized Caputo-Fabrizio Fractional Logistic Model with

Additive Allee Effect

Keywords Abstract: In this study, the Caputo-Fabrizio logistic model with the additive Allee effect is
Difff{r}?nCe equation, considered. Two dimensional system of difference equation is obtained by using the Adams-
Sta_b111t}l/(, y Bashfort numerical method. The equilibrium points of the system of difference equation are
N_elmar _-Sac er calculated and by using the Schur-Chon criterion the algebraic conditions that required for the
bifurcation, . e S . .

Caputo-Fabrizio local asymptotic stability of each equilibrium point are obtained. Moreover, we show that
derivative discrete system exhibit Neimark-Sacker bifurcation around the positive equilibrium point.

Allee effect. Furthermore, the effect of the Allee function on the dynamic structure of the system is
investigated. It has been observed that the Allee function expands the stability region and
bifurcation begin to form later. Finally, all theoretical results are tested numerically.

*[lgili Yazar, email: htckrky.38@gmail.com

1. Giris

Karmasik sistemlerde mevcut olan sistem hafiza etkisi ve kalitsal ozelliklerini matematiksel modellere
yansitabilmek tam sayili mertebeden tiirevler vasitasiyla miimkiin olamamaktadir [1]. Kesirsel mertebeden tiirev
bu sorunu ortadan kaldirmasi ile bilimin ¢ok ¢esitli alanlarinda kendine yer bulmaya baslamistir [2-5]. Calismalar
da gosterilmistir ki kesirsel mertebeden tiirev yardimiyla olusturulan matematiksel modeller klasik adi
diferansiyel denklemlerle olusturulan modellere gore daha basarili sonuglar vermektedir [6-7]. Literatiirde
kesirsel mertebeden tiirevin bir¢ok tanimi vardir ve bunlardan en énemlileri Riemann-Liouville (R-L) ve Caputo
kesirli tirevdir [8]. Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevler bir integral denklemi vasitasiyla tanimlanmakta
olup bu integral denklemlerin ¢ekirdekleri bir tekillige sahiptir. Bu ise uygulamada bazi sorunlara yol agmaktadir.
Bu ve benzeri engellerin ilistesinden gelmek i¢cin Caputo ve Fabrizio, Caputo-Fabrizio kesirsel tiirevi (CF) olarak
adlandirilan tekil olmayan bir ¢ekirdege sahip yeni bir kesirsel tiirev tanimi 6nerdiler [9]. CF kesirsel mertebeden
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tiirev; kimya [10], kanser [11], Covid-19 [12], Hepatit-E viriis [13], ilag [14] gibi literatiirde bir ¢ok fiziksel ve
biyolojik stireclerin matematiksel modellenmesinde kullanilmistir.

a. mertebeden Caputo kesirsel mertebeden tiirev

()
DOF® =t f Lo -1<a<n) W

seklinde tanimlanir.

L*(a,b), (a,b) arah@inda kare integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1 [15], H'(a,b) = {f|f € L*(a,b) ve ' €
L*(a,b)}, a € (0,1) ve f € H'(a, b) olmak lizere Caputo- Fabrizio kesirsel mertebeden tiirev

DEF(E) =12 L e (452 ar @

olarak tanimlanir. Burada M (a), M(0) = M(1) = 1 kosulunu saglayan normalizasyon fonksiyonudur [9].

1931 yilinda Allee, popiilasyon dinamiginde dnemli bir yere sahip olacak ve Allee etkisi olarak adlandirilacak bir
teoriyi ortaya atmistir. Bu teoriye gore eger popiilasyon disiik yogunluga sahip ise lojistik denklem gercekgi
sonuclar vermez ve bundan otiiri lojistik denklem Allee fonksiyonu ile yer degistirmelidir [16]. Poptlasyon
dinamiginde Allee etkisi genel olarak niifus yogunlugu ve bireysel uygunluk arasindaki pozitif iliski olarak
tanimlanabilir [17-20]. Dennis [21] ¢alismasinda ekli Allee etkisine sahip

dN N(t) m
a - TN® [(1 K ) SN+ a] )

lojistik denklemini incelemistir. Burada N(tL)M ekli Allee etkili terimi a ve m Allee sabitlerini temsil etmektedir

[22]. Eger 0 < m < a ise zayif Allee etkisinden m > a ise gii¢lii Allee etkisinden s6z edilir [23,24]. Genel olarak,
Allee etkisi icin modelleme metodolojilerini iki farkli kategoride siniflandirabiliriz: fenomenolojik model ve
mekanik model. Fenomenolojik model, Allee etkisini dinamik popiilasyon modellerine dogrudan dahil ederken ve
modelleyiciler genellikle Allee etkisinin sonucuyla ilgilenirken, mekanik model, altta yatan mekanizmay1 modeller
ve genellikle Allee etkisinin nasil olusturuldugunu test eder [25].

Kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini elde etmede en sik kullanilan metotlardan
bir tanesi Adams-Bashfort metodudur [26]. Lineer olmayan Caputo-Fabrizio kesirsel mertebeden

aD§ (t) = g(t,u(®)),  u(0) = u, (4
denklemini ele alalim. Bu denklemin Adams-Bashfort niimerik metoduyla ¢6ziimiinden [27]

1—a 3ah
M@ | 2M(a)

1—«a ah <
)g(tnr un) + (M(a) +W)g(tn—1run—1) ( )

Un+1 =un+(

fark denklemi elde edilir.
2. Kararhlik ve Catallanma Analizi

EKkli Allee fonksiyonlu Lojistik denklemini

D@ ) =rne) [(1 [( - 19) - L] (6)

N(t)+a

seklinde ele alalim. (6) denkleminin Adams-Bashforth niimerik metoduna dayali niimerik ¢6ziimi

1-«a ah N(tn) m
Ner(tnsa) = N(tn) + (M(a) ZM(a) TN (tn) [( ) B N(t,) + a]

1-a ah 1 N(tn 1) m
* (M(a) * 2M(a)) N (tn-) K - ) TN + a] @)
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olarak hesaplanir.

(7) denkleminde N(t,) = X;(n) ve N(t,_,) = X,(n) degisken degistirmesi yaparsak

1-—a 3ah X:(n) m
Xi(n+1) = X,(n) + (—M(a) + —ZM(a)>rX1(n) <1 T a)
1-—a ah X,(n) m
+ (M(a) + ZM(a)) rX:(n) (1 K X,m)+ a) ®

(n+1) =X,(n)
iki boyutlu fark denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemin denge noktalari

Ey = (Xl'Xz) = (0,0) )
E = (X, X,) = (%(—a +K+J@+K)? - 4Km),%(—a +K+J(a+K)? - 4Km)>

ve

E, = (X, X,) = (l(—a+1< —J@+K?Z=4Km),>(-a+K - /(@ + K)? —4Km))

2

olarak bulunur. E, denge noktasinin pozitifligi icin

0<a<Kk ©)

ve

a<m< @& (10)
4K

kosullarina ihtiyag¢ vardir.

Teorem 1: (8) fark denklem sisteminin E, denge noktasi
a) 0 <m < aiginkararsiz
b) 0<a<m,0<a<1

ve

2aM

T(a-mQZ+ (—2+ha) (11)

r<

kosullari altinda lokal asimptotik kararhdir.

Ispat: (8) fark denklem sisteminin E, denge noktasindaki lineerlestirilmis sisteminin Jakobiyen matrisi

(a—myr2+(-2+3h)a) (a—-mr2+(-2+h)a)
J(Ey) = (1 * 2aM 2aM )
1 0

seklinde hesaplanir. Bu matrisin karakteristik denklemi
pP() =A%+ pA+p, =0
olarak elde edilir. Burada

_ —2aM +r1)+a(2-30ra+mr(2+(-2+3h)a)

FE 2aM
ve
_ (a—myr(2+(-2+h)a)

Po = 2aM
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dir. Schur-Cohn kriterlerinden

2@—m)r1+ (-1 + h)a)

1+p+po=-— a
h(a—m)ra
l=pit+po=2+—"r—
ve
2@ —m)r(1+ (-1+h)a)
1=po=- aM
elde edilir.

a) 0 <m < akosulualtinda 1 + p; + py > 0 esitsizligi mevcut degildir ve buradan sistemin E, denge noktasinin
kararsiz oldugunu sdyleyebiliriz.

b) 0 <a <mve0 < a < 1kosullar1alinda 1+ p; + p, > 0 elde edilirken

2aM

O0<a<m O<a<lrel<r<———m

aha — hma
kosullari altinda
L= py4pg =24 a—mra

p1 TP = aM
bulunur.
2aM

O0<a<m O0<a<l1 o<r<-
asm s tve "STla-mC+ (=2 + ha)

kosullari altinda ise

2a—m)r(1+ (-1 + h)a)
1—py=-— oM >0

yazilabilir. Burada

2aM 2aM

TS T met (2 e " aha —hma

olabilmesii¢cin 0 < @ < 1 kosulunun varlig1 yeterlidir.

Teorem 2: § = (a + K)? — 4Km olmak tizere (8) fark denklem sisteminin E; denge noktasi i¢cin asagidaki

ifadeler dogrudur.
J)0<m<a 0<a<1, 0<a<K olsun. Budurumda

0< <a2+aK 12
m<— (12)
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ve
(a(a + K) — 2Km)?M? Ma 13
TS [a=mBCF (2 har  (a—mQ+ (21 ha) (13)
veya
a’ + akK - 14
ok Smea (14)
ve
(a(a + K) — 2Km)2M? Ma I
TS @a-mBC 2+ e G-mEF(—2+ha (15)

ise E; denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

iiy)m>a 0<a<1lve 0<a<Kolsun

(a +K)? 16
a<m< T ( )
ve
0 (a(a + K) — 2Km)?M? Ma 17

<T (a—m)262+ (-2 + h)a)? * (a—-m)2+(-2+h)a) a7

ise E; denge noktasi lokal asimptotik kararhidir.
ispat: (8) fark denklem sisteminin E; denge noktasindaki lineerlestirilmis sisteminin Jakobiyen matrisi

](E1) =

(—a +K +\/§) <—E+W>T(2 + (=24 3h)a) _ (\/gm+ \/g(a +K— zm)r(z + (=2 +ha)

1+
( 4M (a + K +V&)2M
1 0

olarak bulunur ve bu matrisin karakteristik denklemi
p(D) =2 +pA+p,=0
seklinde hesaplanir. Burada

—2mV8r(2 + (=2 + 3h)a) — a(2K + V8)(2M + r(=2 + 2a — 3ha)) + a*(—2M + r(2 — 2a + 3ha))
(a+K ++V8)*M
17
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K2(=2M +1(2 — 2a + 3ha)) + K (4m(M +7(=2 + 2a — 3ha)) + V8(—2M + (2 — 2a + 3ha)))
(a+K ++V8)*M

+

ve

_ ((a+K)? —4Km + aV§ + KVE — 2mV8)r(2 + (=2 + h)a)
B (a+K +V8)2M

Po

dir. Schur-Cohn kriterlerinden

4((a+ K)? — 4Km + aVé + KV6 — 2mV8)r(1 + (=1 + h)a)

1+p+p =
P17 Po (a+K +6)2M
1—-pi+po
_ 4K(K — 2m)M + 4KV8M — 2hK (K — 4m)ra — 2hKV8ra + 4hmV/8ra + a*(4M — 2hra) + 2a(2K +V6)(2M — hra)
(a+K+./p)2M
ve
. _, ((a+K)? —4Km + aV§ + K& — 2mV8)r(2 + (=2 + h)a)
Po (a+K +V8)M
elde edilir.

0<a<1 ve 0<m<a kosullarialtinda 1+ p; + p, > 0 dir. Ote yandan (12) ve (13) den veya (14) ve (15)
ten 1—p; +po >0vel—p, > 0dir.

ii) Farzedelimki m >ave 0 <a <1 olsun

a® + 2aK + K?

0<a<Kvw <m<
a ea<m e

kosullar1 altinda 1 + p; + py > 0 elde edilirken

a?+2aK+K?

0<a<K,a<m<
4K

ve
a(a+ K) — 2Km)2M?2 Ma
°<T<J(( ) )

h?(a — m)?6a? aha — hma

kosullari altinda 1 — p; + py > 0 elde edilir. Yine

Vca<k a< <az+20LK+K2
a ,a<m 2K
ve
< (a(a + K) — 2Km)?M? N Ma
r (a—m)26Q2+(-2+hNa)? (a—mQ2+(-2+ha)

kosullar1 altinda 1 — p, > 0 dir. Son olarak
18
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(a(a+ K) —2Km)2M? Ma (a(a + K) —2Km)2M? Ma
(a—m)26(2+ (-2 + h)a)? +(a—m)(2 + (-2 + h)a) h?(a —m)?6a? ha(a —m)

oldugu aciktir.

1 U T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 B0 70 80 80 100

Sekil 1. K=9,m=0.3,h =0.001,M = 0.88716, a = 0.8,r = 1,a = 0.9 parametre degerleri ve X;(1) =2, X,(1) =3
baslangi¢ kosullar i¢in Allee etkisiz (mavi egri) ve zayif ekli Allee etkili (kirmizi egri) ayrik zamanli Caputo- Fabrizio lojistik
denklemlerin yerel asimptotik kararli denge noktasi E;.
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1 U T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 g0 80 100

Sekil 2. K=9,m=0.8,h =0.001,M = 0.88716, a = 0.8,r = 1,a = 0.7 parametre degerleri ve X;(1) =2, X,(1) =3
baslangi¢ kosullari i¢in Allee etkisiz (mavi egri) ve giiclii ekli Allee etkili (kirmiz1 egri) ayrik zamanh Caputo-Fabrizio lojistik
denklemlerin yerel asimptotik kararli denge noktasi E;.

Teorem 3: (8) fark denklem sisteminin E, denge noktasi kararsizdir.

Ispat: Sistemin E, denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemin Jakobiyen matrisi

](Ez) =

(-a+K—s) (— =+ ﬁ) r@+(2430a) - (_gz k2 — 5 + a(~2K +VE) + K(4m +8)) r(2 + (=2 + h)a)

4M (a+ K —86)2M
1 0

1+

ve bu matrisin karakteristik denklemi
p() = 2> +pA+py=0

seklindedir. Burada

D1
_2mVér(2 + (=2 + 3h)a) + a(—2K +V8)(2M + r(—2 + 2a — 3ha)) + a*(—2M + r(2 — 2a + 3ha))
B (a+ K —V8)2M
( N K?(=2M +r(2 — 2a + 3ha)) + K(4m(M + r(—=2 + 2a — 3ha)) + V6(2M + (=2 + 2a — 3ha))) )
(a+K—-5)'M
ve
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_(=a® —K* —2mVé + a(=2K + V&) + K(4m + V&)r(2 + (-2 + h)a)
(a + K —V8)2M

Po =

dir. Schur-Cohn Kkriterinin ilk kriterinden

4 (—a2 — K% — 2mV3 + a(—2K +V3) + K(4m + \/3)) r(1+ (=1 + h)a)
(a + K- \/E)ZM

1+p,+py=-—

elde edilir ki denge noktasinin pozitiflik kosullarindan 1 + p; + p, > 0 esitsizligi saglanmaz.

2 2 ..
Teorem 4: Farzedelimki 0 <a <K, 0<m< % ve 0 < a < 1 olsun. Ustelik a # ﬁ olsun. Eger

*

(a(a + K) — 2Km)?M? Ma
(a—m)26(2+ (-2 + h)a)? * (a—-m)2+(—-2+h)a)

ise (8) fark denklem sisteminin E; denge noktasi civarinda Neimark-Sacker ¢atallanmasi olusur.
Ispat:

1 — po = 0 dan kritik catallanma degeri

. (a(a + K) — 2Km)2M? aM
(a—m)?6(2 + (-2 + h)a)? + (a—-m)2+(-2+h)a)

olarak bulunur. r nin bu kritik degeri i¢in jakobiyen matris

2ha 1
Jj@) = (‘2 +(-2+ha >
1 0

formundadir. Bu matrisin 6zdegerleri ise

—ha +.2\/1—2a+ha+a2—ha2
2—2a+ha " 2k

/11,2 =

seklinde elde edilir. Bu 6zdegerler icin |A1,z| = 1 oldugu agiktir. Ote yandan Nonresonence kosulundan eger
2 .
a + m 1se
2ha

S
2r (2+ha

p(r) =

. . o 2+2aK+K? .
dir. Transversality kosulundaniseeger 0 < a < K, 0 <m < %Ve 0<a<lise

d|As,| = ((a+K)? — 4Km + aVé + KV& — 2mV8)(2 + (-2 + h)a) 20
dr " T 2(a+ K +V86)2M
dir.
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a) b)
10 . 10
9 ‘ g
< o '/e/ = T -)
= 8 = .
:’é_\l :I 'i'“ ™ - :’{q .«
7 . 7
&
6 6
6 7 8 g 10 6 7 9 10
Xy(n} X4(n)
1 1
c) d)
10 - 12

] / \
7 6 \ /
g 10 4 6 8 0 12

X,(m) X,(n)

Sekil 3. Giiclii Allee etkisine sahip (8) fark denklem sisteminin E; denge noktasindaki faz diyagramlar1. (a)r =5, (b)r=r* =

5.3523, (c) r=5.5ve (d) r = 6. Diger parametre degerleri ve baslangi¢ kosullar1 Sekil 2 deki gibidir.

% 12 b) 12
)
10 . 10 }
= k. = ..pl"-\.)
E g s = . .
HN ><N 8 - (‘-—--"
6 ’ 3
E [ ]
4 & N M * N
4 G 10 12 G 8 10 12
X, (n) X, (n)
c) d}
12 12
e
10 . .
10 \.
= =z B
=B ad
!x / B . .
Eli B 1IU 12 4 E B 1IU 12
X, (n) X, (n)

Sekil 4. Zayif Allee etkisine sahip (8) fark denklem sisteminin E; denge noktasindaki faz diyagramlari. (a) r=3, (b)r=r* =

4.7068, (c) r=5ve (d) r = 6. Diger parametre degerleri ve baslangi¢ kosullar1 Sekil 1 deki gibidir.
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9 T T T T T T T T T
| W o
el
; & --ﬂ' K o~
7t s . . :
* - -
. o &
6 “ :- ‘- n
:' » ™
. 5r » : _"' _
= Iy . .
= » : :
4 B " - - n
: : :
3r - : ..' m
- - o
2r '.‘ -. -'. .
L e &
1 c‘.ﬁ:“" l
[
L};--
U 1 e .,i........................... E............... 1 1 1 —— |

0 10 20 30 40 50 60 7o a0 90 100
n
Sekil 5. K=9,m=0.8,h=0.001,M = 0.88716, a = 0.8,r = 4,a = 0.3 parametre degerleri (8) fark denklem sisteminin
farkli baslangi¢ kosullar1 altinda E; denge noktasindaki dinamik davraniglari. X;(1) = X,(1) = 0.7 (mavi egri), X;(1) =
X,(1) = 0.6 (kirmiz1 egri), X, (1) = X, (1) = 0.45 (yesil egri), X; (1) = X, (1) = 0.4 (siyah egri).

14 1 1 1 1 L 1 1 1 1

12

10

X, (), X,{n)

| | | |
4 4.5 b 55 B 6.5 7 7.5 8 8.5 9

| I | |

Sekil 6. Allee etkisiz (mavi egri) ve giiclii Allee etkili (kirmiz1 egri) ayrik zamanlh Caputo- Fabrizio lojistik denklemlerin
catallanma diagramlari. Diger parametre degerleri ve baslangi¢ kosullar1 Sekil 2 deki gibidir.
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14 T T T T T T T

12

10

_2 | | | I | |
3.5 4 4.5 5 55 B 6.5

-
-~
[A]

Sekil 7. Allee etkisiz (mavi egri) ve zayif Allee etkili (kirmiz1 egri) ayrik zamanli Caputo- Fabrizio lojistik denklemlerin
catallanma diagramlar1. Diger parametre degerleri ve baslangic kosullar: Sekil 1 deki gibidir.

3. Sonug ve Tartisma

Bu calismada EKkli Allee etkiye sahip ayrik zamanli Caputo-Fabrizio lojistik modeli (8) in dinamik davranislari
incelenmistir. (8) fark denklem sisteminin denge noktalar E,, E; ve E, olarak bulunmustur. E, denge noktasi zayif
Allee etkisi altinda (0 < m < a) kararsiz iken giiclii Allee etkisi altinda (m > a) (11) esitsizliginin varlig1 altinda
lokal asimptotik kararli olabilmektedir. E; pozitif denge noktasi ise 0 < a < Kve 0 < a < 1 olmak iizere zayif
Allee etkisi altinda (12) ve (13) veya (14) ve (15) esitsizlikleri icin lokal asimptotik kararhdir (Sekil 1). 0 < a < K
ve 0 < @ < 1 olmak tizere gii¢li Allee etkisi altinda (16) ve (17) esitsizliklerinin var olmasi E; pozitif denge
noktasini lokal asimptotik kararli yapmaktadir (Sekil 2). E, denge noktasi ise denge noktasinin pozitif olma
kosullari altinda kararsizdir. Giiglii Allee etkisialtinda K = 9,m = 0.8,h = 0.001,M = 0.88716, « = 0.8, a = 0.7
parametre degerleri icin kritik ¢atallanma degeri r* = 5.3523 olarak bulunur. r nin bu kritik degerinde Neimark-
Sacker catallanmasinin olusabilmesi i¢in gerekli olan transversality ve non-resonance kosullarinin saglandig:
gosterilmistir (Sekil 3 ve Sekil 6). Zayif Allee etkisi altinda K = 9,m = 0.3,h = 0.001,M = 0.88716, a = 0.8,
a = 0.9 parametre degerleri icin kritik ¢catallanma degeri r* = 4.7068 olarak bulunur (Sekil 4 ve Sekil 7). Giiglii
Allee etkisi altinda r parametresine gore ¢atallanma degeri r* = 5.3523 iken zayif Allee etkisi altinda bu deger
r* = 4.7068 olmaktadir. Dolayisiyla giiclii Allee etkisinin zayif Allee etkisine gore kararlilik bolgesini daha da
genislettigini soyleyebiliriz.

Sekil 5, farkli baslangi¢ degerleri altinda popiilasyonun dinamik davranislarin géstermektedir.

EKli Allee etkili (8) ve Allee etkisiz dinamik sistemleri karsilastirdigimizda Allee fonksiyonunun kararlilik bélgesini
genislettigini gorebiliriz (Sekil 6 ve Sekil 7) . Yani diger bir deyisle Ekli Allee etkiye sahip dinamik sistemde daha
geg catallanmalar olusmaya baglamaktadir.
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